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Модель Изинга - одна из математических моделей статистической механики,
предназначенная для описания свойств магнетика. Так Л. Ландау назвал одним из
самых важных достижений теоретической физики 20-ого века точное решение Л.
Онзангером двумерной квадратной модели Изинга. Несмотря на свою простоту, эта
модель дает отличное качественное описание поведения магнетиков. В настоящее время
обнаружены различные связи этой модели с другими областями математики и физики.
Так Д. Хопфилд обнаружил глубокую связь между трехмерной моделью Изинга и
нейросетями. А методы, получаемые при решении данной модели, связаны с теорией
узлов, квантовыми группами и т.д.
Определим модель Изинга на произвольном графе Γ следующим образом: в каждой
вершине графа зафиксируем значение 1 или -1, совокупность всех значений в вершинах
назовем состоянием 𝜎. Энергией состояния 𝜎 назовем величину 𝐻(𝜎) =

∑︀
𝐸𝜎𝑖𝜎𝑗, где

суммирование ведется по значениям тех вершин, которые соединены ребром.
Статсуммой назовем следующую величины - 𝑍Γ =

∑︀
𝜎 𝑒

𝐻(𝜎), где суммирование ведется по
всем возможным состояниям 𝜎. Пусть некоторый магнетик имеет решетку расположения
атомов такую, что ее можно получить из графа Γ некоторым регулярным наращиванием
вершин графа Γ, тогда, каждый шаг наращивания - граф Γ𝑛 является конечным
приближением исходного магнетика. А все свойства магнетика получаются предельным
переходом по Γ𝑛. Так необходимо получить 𝑓(𝐸) = lim𝑁→∞ 𝑍Γ𝑛/𝑁 , где 𝑁 количество
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вершин в графе Γ𝑛, потому что точки разрыва 𝑓 ′(𝐸) определяют критические значения
𝐸, при котороых магнетик меняет свои свойства.
Из выше написанного следует, что важно получить компактную или более простую
формулу для 𝑍Γ =

∑︀
𝜎 𝑒

𝐻(𝜎). Одним из способов получит такие формулы являются
всевозможные комбинаторные соображения. Следуя этому подходу будет доказана
формула: 𝑍Γ = 2𝑉 (𝑐ℎ𝐸)𝐿

∑︀
𝜉(𝑡𝑎𝑛ℎ𝐸)𝑘(𝜉), где 𝑉 и 𝐿 - количество вершин и ребер Γ , 𝜉 -

подгруппа (относительно поточечного умножения) функций на ребрах графа, таких, что
для любой вершины графа Г произведение значений функции на ребрах,соединяющих
эту вершину с другими вершинами, равно 1, 𝑘(𝜉) - количество ребер, на которых
функция принимает отрицательное значение.
С помощью этой формулы будет дано простое решение модели Изинга на графе Кейли и
получены простые рекуррентные соотношения для большого класса моделей типа графа
Кейли, которые интересны не только сами по себе, но и являются хорошим
приближением других более сложных моделей.
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