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Проблема Ферма-Штейнера состоит в нахождении всех точек метрического простран-
ства 𝑌 таких, что сумма расстояний от каждой из них до точек из некоторого фикси-
рованного конечного подмножества 𝐴 множества 𝑌 минимальна [1]. В настоящей работе
проблема исследуется для метрического пространства 𝑌 = 𝐻(𝑋) компактных подмно-
жеств метрического пространства 𝑋, наделенного расстоянием Хаусдорфа. Искомые в 𝑌
подмножества, на которых достигается минимум суммы расстояний по всем компактам
из некоторого фиксированного конечного множества компактов 𝐴 = {𝐴1, . . . , 𝐴𝑛} (коли-
чество точек в 𝐴𝑖 равно 𝑚𝑖), будем называть компактами Штейнера. Среди них выделя-
ют по включению минимальные и максимальные. Множество решений проблемы Ферма-
Штейнера обозначают Σ(𝐴). В каждом конкретном случае оно разбивается на непересека-
ющиеся классы, каждый из которых обозначается Σ𝑑(𝐴) и соответствует своему вектору
расстояний 𝑑 = (𝑑1, . . . , 𝑑𝑛), где 𝑑𝑖 — расстояние Хаусдорфа от компакта Штейнера до
𝐴𝑖. Настоящая работа является продолжением работы [2]. Нами обнаружены новые свой-
ства и признаки компактов Штейнера. Более того, получено необходимое и достаточное
условие минимальности компакта Штейнера.

Приведём основные результаты работы. Обозначим замкнутый шар с центром в точке
𝑎 радиуса 𝑟 через 𝐵𝑟(𝑎).

Утверждение 1. Минимальный компакт Штейнера — конечное множество, количе-
ство точек не превосходит

(︁
(
∑︀𝑛

𝑖=1𝑚𝑖) − 𝑛 + 1
)︁
.

Теорема 1. Для того, чтобы компакт Штейнера 𝐾 являлся минимальным в классе
Σ𝑑(𝐴), необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие условия:

1) пересечение 𝐾 с границей максимального компакта в классе Σ𝑑(𝐴) непусто;
2) 𝐾 ∩𝐵𝑑𝑖(𝑎

𝑖
𝑗) ̸= ∅ ∀𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} и ∀𝑗 ∈ {1, . . . ,𝑚𝑖} ({𝑎𝑖𝑗} — 𝑗-ая точка компакта 𝐴𝑖);

3) ∀𝑝 ∈ 𝐾 ∃𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} и ∃𝑗 ∈ {1, . . . ,𝑚𝑖} такие, что
(︁
𝐾 ∖ {𝑝}

)︁
∩𝐵𝑑𝑖(𝑎

𝑖
𝑗) = ∅.

Утверждение 2. Если в классе Σ𝑑(𝐴) имеется единственный минимальный компакт,
то он полностью содержится в границе максимального компакта.
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