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Комбинаторика слов находит свое применение в самых разных разделах математи-
ки. Например, в алгебре при изучении базисов и нормальных форм, в алгебраической
топологии, в символической динамике. Ряд проблем, относящихся к комбинаторике слов
находится на стыке алгебры и теории динамических систем. Многие проблемы комбина-
торики слов представляют самостоятельный интерес [n1], [n2].
В этой работе изучаются последовательности Штурма и символическая динамика сдвигов
окружности.
Определение. Бесконечное слово 𝑤 над алфавитом 𝐴 называется подстановочным, ес-
ли оно представляется в виде 𝑤 = 𝜑∞(𝑎), где 𝑎 ∈ 𝐴 — буква, а 𝜑 — подстановка, такая,
что 𝜑(𝑎) = 𝑎𝑈 , где 𝑈 ∈ 𝐴*, непустое. Пусть есть символическая динамика (𝑀,𝑅𝛼, 𝑥0, 𝑈),
где 𝑀 — окружность, 𝑈 — дуга угловой меры 𝛼, (𝛼 иррациональное), 𝑅𝛼 — поворот на
𝛼 относительно центра окружности (угловую меру всей окружности считаем единицей)
— функция эволющии, 𝑥0 — начальная точка — начало дуги 𝛼. Динамическая система
(𝑀,𝑅𝛼) порождает некоторое бесконечное слово 𝑤, эволюцию точки 𝑥0.
Палиндромы слов Штурма
Если рассматривать последовательность Штурма как символическую динамику сдвигов
окружности, то она однозначно продолжается в обе стороны. В этом случае можно рас-
смотреть слова Штурма, являющиеся палиндромами. В работе доказана их подстановоч-
ность, а значит, и подстановочность слов Штурма с начальной точкой в середине дуги
окружности, если слово с начальной точкой в конце дуги подстановочность.
Фактординамики
Пусть есть динамическая система (𝑀,𝑅𝛼, 𝑥0, 𝑈). Фактординамика получается отождеств-
лением точек различающиеся на

𝑚

𝑛
, где 𝑛 фиксировано, а 𝑚 ∈. Такая обобщённая точка

будет правильным 𝑛-угольником. Тогда попаданий в выделенную дугу может быть либо

𝑘 =

[︂
𝛼

1/𝑛

]︂
= [𝑛𝛼],

либо на 1 больше для каждой обобщённой точки. Будем писать 𝑎, если их 𝑘+1 и 𝑏 иначе.
Обозначим эту фактординамику через (𝑀/𝑛,𝑅𝛼, 𝑥0, 𝑈/𝑛). В работе доказан следующий
факт. Если слово 𝑤, порождённое символической динамикой (𝑀,𝑅𝛼, 𝑥0, 𝑈) подстановоч-
ное, то и слово 𝑤′, порождённое символической фактординамикой (𝑀/𝑛,𝑅𝛼, 𝑥0, 𝑈/𝑛) тоже
подстановочное.
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